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SUR LE g-ANGLE DANS UN ESPACE NORM�E

P. M. Mili�ci�c

R�esum�e. En utilisant la fonctionelle g d�e�nie par (1), on d�e�nit ainsi dit le g-angle dans
un espace norm�e r�eel. On d�emontre que cet angle remplit les conditions de Menger (D�e�nition 1)
dans un espace strictement convexe. Le g-angle et l'angle de Wilson sont �egaux seulement dans
un espace pr�ehilbertien. L'orthogonalit�e laquelle est engendr�ee par le g-angle et ainsi disant la g-
orthogonalit�e ([3]) sont �egaux seulement dans un espace pr�ehilbertien. On donne encore quelques
caract�erisation nouvelles d'espace pr�ehilbertien.

Soit X un espace m�etrique. K. Menger [2] a d�e�ni la notion d'angle dans X .

D�efinition 1. ([2]) Soient x; y; z 2 X , x 6= y, x 6= z. Nous disons que dans
X a d�e�ni un angle s'il existe le nombre non n�egatif dyxz, tel que: a) dyxz = dzxy;
b) dyxz = 0 si et seulement si on a d(x; y) + d(y; z) = d(x; z) ou d(x; z) + d(y; z) =
d(x; y); c) dyxz = � si et seulement si on a d(x; y) + d(x; z) = d(y; z).

On dit que le nombre dyxz et l'angle avec le sommet x du triangle xyz. La
d�e�nition suivante d'angle de Wilson est correcte au sens de la d�e�nition 1.

D�efinition 2. ([7]) Soient x; y; z 2 X , x 6= y, x 6= z. Alors le nombre

(dyxz)w := arccos
d2(x; y) + d2(x; z)� d2(y; z)

2d(x; y)d(x; z)

nous disions l'angle de Wilson.

Dans un espace m�etrique on peut d�e�nir soi-disant un segment m�etrique xy
d'extr�emit�es x et y; et, aussi, un rayon l(x; y) (une semidroite orient�ee) avec le
d�ebut x et qui contien y (x 6= y). A'savoir, on dit qu'un ensemble Y � X est un
segment m�etrique (un rayon) s'il est isomet�etrique avec un segment (semi-droite
orient�ee) dans un espace euclidien. Si X est un espace norm�e, alors l'angle de
Wilson on peut d�e�nir par

(dyxz)w := arccos
kx� yk2 + kx� zk2 � ky � zk2

2kx� ykkx� zk
;

et le segment m�etrique xy par xy := fx(t) j 0 6 t 6 1 g o�u t 7! x(t) est une courbe
continue qui a la languer kx � yk et pour laquelle on a x(0) = x, x(1) = y. De
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Wilson tire son origine la notion d'angle parmi des rayons l1 = l(x; y) et l2 = l(x; z)
(x 6= y, x 6= z).

D�efinition 3. ([7]) L'angle parmi des rayons l1 = l(x; y) et l2 = l(x; z) (s'il
existe) est le nombre \(l1; l2)w := lim

y!x; z!x
(dyxz)w; y 2 l1, z 2 l2.

Valentine et Wayment (1971) notent le r�esultat suivant.

Th�eor�eme 1. ([6]) Soit X un espace de Banach et soit il existe
\(l(x; y); l(x; z))w x 6= y, x 6= z, x; y; z 2 X. Alors

\(l(x; y); l(x; z)) = arccos
kx� yk2 + kx� zk2 � ky � zk2

2kx� ykkx� zk
:

Soit, maintenant, X un espace norm�e r�eal (dimX > 1) et S(X) = fx 2 X :
kxk = 1 g. Nous allons nous occuper, ici, avec un angle d�e�ne par la fonctionelle

g(x; y) :=
kxk

2
(��(x; y) + �+(x; y)); (1)

o�u
�� := lim

t!�0
t�1(kx+ tyk � kxk); (2)

laquelle existe toujours. Les propri�et�es essentielles de celle-ci fonctionelle sont:

g(x; x) = kxk2 (x 2 X); (3)

g(�x; �y) = ��g(x; y) (x; y 2 X ; �; � 2 R); (4)

g(x; x+ y) = kxk2 + g(x; y) (x; y 2 X); (5)

jg(x; y)j 6 kxkkyk (x; y 2 X): (6)

Come on a, en vertu de (6),

�1 6
g(x� y; x� z) + g(x� z; x� y)

2kx� ykkx� zk
6 1 (x 6= y; x 6= z);

la de�e�nition suivante est correcte.

D�efinition 4. Nous appellerons le g-angle, avec le sommet x du triangle xyz,
le nombre

(dyxz)g := arccos
g(x� y; x� z) + g(x� z; x� y)

2kx� ykkx� zk
(x 6= y; x 6= z):

Le cas x = 0 nous d�esignerons avec

\(y; z)g := arccos
g(y; z) + g(z; y)

2kxkkyk
;

et nous disons que \(x; y)g est le g-angle entre des vecteurs x et y.
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En particulier si g(x; y) + g(x; x) = 0, alors \(x; y)g = �=2. Dans ce cas
nous disions que x et y sont orthogonaux et le note x ?

g
y. A la di�erence de la

g-orthogonalit�e [3] (x ?g y () g(x; y) = 0), celle-ci est sym�etrique. En outre
x ?g y^y ?g x =) x ?

g
y. L'implication inverse n'est pas vrai dans le cas g�eneral.

Par example, pour l'espace l1 et pour x = (1; 1; 1; 0; 0; . . . ) et y = (2; 1;�3; 0; . . . )

nous avons g(x; x) = 0 (x ?g y) et g(y; x) = 0. Donc, x ?g y n'entrâine pas x ?
g
y.

Ajoutons ici que dans l'espace l1 l'angle de Wilson et le g-angle ne sont pas �egaux.
(Pour x = (1; 0; 0; . . . ) et y = (�1;�1; 0; . . . ) nous avons \(x; y)g = arccos(�3=4),
\(x; y)w = �.)

Th�eor�eme 2. Si X est un espace strictement convexe, alors l'angle (dyxz)g
remplit les condition a), b) et c) de la de�nition 1.

D�emonstration. Il est �evident qu'on a l'�egalit�e (dyxz)g = (dzxy)g et l'in�egalit�e
0 6 (dyxz)g 6 �. Supposons maintenant qu'on a d(x; z) + d(y; z) = d(x; z), c'est-
�a-dire kx � yk + ky � zk = kx � zk. Ceci signi�e qu'on a k(x � y) + (y � z)k =
kx � yk + ky � zk. Comme X est strictement convexe, il existe t > 0 tel que
y � z = t(x� y). D'o�u , d'ar�es des conditions (3) et (4), il s'ensuit que

(dyxz)g = arccos
(1 + t)kx� yk

kx� zk
= arccos 1 = 0:

La même chause on obtient dans le cas d(x; z) + d(y; z) = d(x; y). Comme

(dyxz)g = 0 =) g(x� y; x� z) + g(x� z; x� y) = 2kx� ykkx� zk;

en vertu de la condition (6), on a

g(x� y; x� z) = g(x� z; x� y) = kx� ykkx� zk:

En posant u =
x� y

kx� yk
, v =

x� z

kx� zk
, on obtient g(u; v) = g(v; u) = 1, d'o�u

g(u; u � v) = 0 et g(v; v � u) = 0, c'est-�a-dire u ?g (u � v) et v ?g (v � u).
Comme du th�eor�eme 3 [3], dans un espace strictement convexe on a l'impiquation
u ?g (u� v) =) u = v, nous avons

x� y =
kx� yk

kx� zk
(x � z):

Cette �egalit�e implique l'�egalite kx � yk + ky � zk = kx � zk. Donc, la condition
b) est veri��ee. Montrons maintenant que la condition c) est valable. Soit d(x; y) +
d(x; z) = d(y; z) c'est-�a-dire kx� yk+ kx � zk = ky � zk. Etant donn�e que X est
un espace strictement convexe, il existe t > 0 tel que x� y = t(z � x). D'o�u

(dyzx)g = arccos
�tkx� zk

kx� yk
= arccos(�1) = �:

Au contraire, si (dyzx)g = �, c'est-�a-dire

g(x� y; x� z) + g(x� z; x� y) = �2kx� ykkx� zk;
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d'apr�es (6), on a g(x�y; x�z)+g(x�z; x�y) = �kx�ykkx�zk. Par cons�equent
la condition c) est veri��ee.

Th�eor�eme 3. Soit X est un espace strictement convexe et l1 = l(x; y) (x 6= y),
l2 = l(x; z) (x 6= z) deux rayons dans X. Alors il existe l'angle \(l1; l2)g et on a
\(l1; l2)g = \(x� y; x� z)g.

D�emonstration. Soient y 2 l1 (x 6= y), z 2 l2 (x 6= z). Il est bien connu
que, dans un espace strictement convexe, on a xy = f�x + (1 � �)y j � 2 [0; 1] g
et l(x; y) = f�x + (1 � �)y j � > 0 g. Soinet y0 = �x + (1 � �)y (� 2 [0; 1]) et
z0 = tx+ (1� t)z (t 2 [0; 1]). Alors

lim
y0
!x

z0
!x

g(x� y0; x� z0) + g(x� z0; x� y0)

2kx� y0kkx� z0k

= lim
t!1
�!1

2(1� �)(1� t)[g(x� y; x� z) + g(x� z; x� y)]

2(1� �)(1� t)kx� ykkx� zk
= cos\(x� y; x� z)g :

Ainsi \(l1; l2)g = \(x � y; x� z)g. Remarquons que le th�eor�eme 3 et le th�eor�eme
1 sont semblables. Mais, le th�eor�eme e a �et�e d�emnostr�e seulement sous l'hypoth�ese
que X est strictement convexe, pourtant le th�eor�eme 1 s �et�e d�emonstr�e sous les
hypoth�ese: X est complet et l'angle (l1; l2)w existe.

Le th�eor�eme 3 et le th�eor�eme 2 impliquent le r�esultat suivant.

Corollaire 1. Soit X strictement convexe et x est parmi y et z (x = �y +
(1� �)z); � 2 (0; 1). Alors \(l(x; y); l(x; z))g = �.

Valentine et Wayment [6] citent le r�esultat correspondant comme le th�eor�eme
particulier. Le th�eor�eme suivant d�emonstre que l'expression g(x; y), dans un espace
norm�e, non pr�ehilbertien, ne peut pas avoir aucun de les propri�et�es essenciels de
produit scalaire, �a l'exception de les propri�et�es (3), (4), (5) et (6). Il r�epond, aussi,
sur le demande quand on a \(x; y)w = \(x; y)g .

Th�eor�eme 4. Soit X un espace norm�e r�eel et dimX > 1. Alors les assertions
auivantes sont �equivalentes:

a) Le norme de X est engendr�ee par un produit scalaire,

b) g(x; y) = g(y; x) (x; y 2 X),

c) g(x+ y; z) = g(x; z) + g(y; z) (x; y; z 2 X),

d) kx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2kxkkyk cos\(x; y)g (x; y 2 X),

e) \(x; y)w = \(x; y)g (x; y 2 X).

D�emonstration. Si la norme k � k est engendr�ee par la produit scalaire h�; �i
(kxk2 = hx; xi, x 2 X), alors, il est facil de voir que g(x; y) = hx; yi (x; y 2 X).
Ainsi la condition a) implique les conditions b), c), d) et e). D�emontrons, encore,
les impliquations: b) =) d), c) =) d), e) =) d), d) =) a).
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b) =) d). En appliquant (5) nous obtenons g(x+y; x) = g(x+y; x+y�y) =
kx+ yk2 � g(x+ y; y), c'est-�a-dire on a kx+ yk2 = g(x+ y; z) + g(x+ y; y). Cette
�egalit�e et b) donnent kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + g(x; y) + g(y; x) (x; y 2 X). Donc,
on a

kx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2kxkkyk cos\(x; y)g (x; y 2 X):

c) =) d). Soit on a c). En posant, ici, z = x+ y on obtient d).

e) =) d). Cette implication est �evidente.

d) =) a). D'apr�es d) on a

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2kxkkyk cos\(x; y)g (x; y 2 X): (7)

L'�egalit�e d) et (7) donnent l'identit�e du parall�elogramme kx � yk2 + kx + yk2 =
2kxk2 + 2kyk2.

Corollaire 2. La norme de X est endendr�ee par un produit scalaire si et
seulement si on a \le the�eor�eme de cosinus" (l'�egalit�e d)).

Th�eor�eme 5. Soit dimX > 3. Alors Xest un espace pr�ehilbertien si et
seulement si X est strictement convexe et s'il on a

u ?g v =) u ?g v (u; v 2 S(X)): (8)

La d�emonstration s'appuie sur les lemmes suivants.

Lemme 1. [5] Soit dimX > 3. Si, pour tous u; v 2 S(X) on a

�+(u; v) > 0 =) �+(v; u) > 0; (9)

alors (X; k � k) est muni du produit scalaire h�; �i tel que hx; xi = kxk2 (x 2 X).

Lemme 2. [1] Un espace X est strictement convexe si et seulement si, pour
tout x 2 X nf0g et y 2 X, il existe unique � 2 R, tel que k�x+yk = min� k�x+yk.

D�emonstration du th�eor�eme 5. Un espace pr�ehilbertien est un espace stricte-
ment convexe. On v�eri�e imm�ediatement que dans tel espace on a l'impliquation
(8). Supposons maintenant que X est un espace strictement convexe et qu'on a

(8). On v�eri�e sans peine que l'impliquation (8) antrâi ne l'impliquation suivante

g(u; v) = 0 =) g(v; u) (u; v 2 S(X)): (10)

D'apr�es le lemme 1, il su�t de prouver que l'impliquation (10) antrâine l'impliqua-
tion (9). Supposons le contraire: l'assertion (10) est vraiemais l'assertion (9) n'est
pas vraie, c'est-�a-dire, il existe u; v 2 S(X) tel que on a (10) et �+(u; v) > 0 et
�+(u; v) > 0. Comme on peut d�emontrer qu'on a ��(v; u) 6 �+(v; u) (u; v 2 S(X)),
il s'ensuit que

g(v; u) < 0: (11)
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Soit t = �g(v; u). Alors u+tv 6= 0 et g(v; u+tv) = 0. Puisque g

�
v;

u+ tv

ku+ tvk

�
= 0.

D'o�u, d'apr�es (10), il s'ensuit que g(u+ tv; v) = 0. En utilisant, ici, les propri�et�es
des fonctionelles g et �+ nous obtenons que

g(u+ tv) = 0 () g(u+ tv; tv) = 0 () g(u+ tv; u+ tv � u) = 0

() ku+ tvk2 � g(u+ tv; u) = 0 () ku+ tvk2 = g(u+ tv; u)

=) ku+ tvk2 6 ku+ tvk =) ku+ tvk 6 1:

Si ku+ tvk < 1 alors
ku+ tvk � kuk

t
< 0. �Etant donn�e que

�+(u; v) 6
ku+ tvk � kuk

t
;

on obtient �+(u; v) < 0, ce qui n'est pas possible, parce que �+(u; v) > 0. Soit
ku+tvk = 1. Alors l'�egalit�e g(u+tv; v) = 0 on obtient kuk = ku+tvk 6 ku+(t+�)vk
(� 2 R). Par cons�equent min� ku+ (t+ �)vk = kuk+ ku+ tvk. D'apr�es du lemme

2 ceci entrâine t = 0, ce qui n'est pas possible parce que t = �g(v; u) > 0.
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